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1. Modélisation et étude du freinage d'un chariot

Un chariot de féte foraine se déplace a 20 m/s avant d'étre ralenti par un systeme de freinage. Sa vitesse est étudiée a
l'aide d'une équation différentielle, des variations d'une fonction exponentielle, d'une intégrale et d'un développement
limité.

Partie A - Résolution d'une équation différentielle

Question 1.a. Résoudre sur l'intervalle considéré I'équation différentielle homogéne y' + 0,8y = 0.

Pour I'équation homogéne, on applique la formule des solutions de y' + ay = 0 : elles sont de la forme y(t) = ke ¥,
ou k est une constante réelle. Ici, le coefficient est a = 0,8. On remplace donc a par sa valeur dans cette
expression. Elle est définie sur I'intervalle considéré, soit [0 ; +oof.

v REPONSE A RETENIR

y(t) = ke'%8t avec k € R.

Question 1.b. Vérifier que la fonction g définie par g(t) = 5 est une solution de I'équation différentielle y' +
0,8y =4.

La fonction g est constante, donc sa dérivée est nulle : g'(t) = 0. En substituant g(t) = 5 et sa dérivée dans le
membre de gauche, on obtient g'(t) + 0,8g(t) = 0 + 0,8 x 5 = 4. Le membre de gauche est égal au second membre
pour tout t de l'intervalle. La fonction proposée vérifie donc bien I'équation.

v REPONSE A RETENIR

g(t) = 5 est une solution de y' + 0,8y = 4.

Question 1.c. Déduire des questions précédentes I'ensemble des solutions de I'équation différentielle y' +
0,8y = 4.

La fonction constante g(t) = 5 est une solution particuliére de I'équation avec second membre. A cette solution, on
ajoute toutes les solutions de I'équation homogéne, obtenues a la question 1.a. Ainsi, chaque solution s’écrit

comme la somme de 5 et d’une fonction exponentielle de la forme ke8!, ol k est réel.

v REPONSE A RETENIR

y(t) = ke %8 + 5 avec k € R.
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Question 2. Déterminer la solution f de I'équation différentielle y' + 0,8y = 4 qui vérifie la condition initiale
f(0) = 20.

D’apreés la solution générale, f(t) = ke 08 +5 At=0, I'exponentielle vaut 1. La condition initiale impose donc k +
5=20,dou k =20-5=15. En reportant cette constante dans I'expression générale, on obtient la fonction de
vitesse demandée.

v REPONSE A RETENIR

f(t) = 15e"%8t + 5,

Partie B - Etude de la fonction f

Question 1.a. Démontrer que la limite de f(t), lorsque t tend vers +«, est égale a 5.

Pour toutt =0, on a f(t) = 1508t 4 5, Lorsque t tend vers +oo, I'exposant -0,8t tend vers -c. Or I'exponentielle

d’'une quantité qui tend vers -« tend vers 0. Par conséquent, le terme 1598t tend vers 0 et la fonction tend vers
5.

v REPONSE A RETENIR

lithJroo f(t) = 5.

Question 1.b. Déduire de cette limite que la courbe C admet une asymptote, puis donner une équation de
celle-ci.

Une courbe représentative admet une asymptote horizontale lorsque la fonction tend vers une limite finie a I'infini.
D’apres la question précédente, cette limite vaut 5 quand t tend vers +o. L'asymptote est donc la droite
horizontale située a I'ordonnée 5. Elle décrit la valeur vers laquelle la courbe se rapproche, sans que la fonction
ait besoin de I'atteindre.

v REPONSE A RETENIR

Asymptote horizontale : y = 5.

Question 2. Sachant que f'(t) = -12e/(-0,8t), dresser le tableau de variation de f sur [0 ; +oof.

Pour tout t = 0, I'exponentielle €08l ast strictement positive. Ainsi, f(t) = -12e98! < 0 sur l'intervalle : la fonction
est strictement décroissante. De plus, f(0) = 20 et la limite en +o vaut 5.
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(1) -

f(t) 20 N5

v REPONSE A RETENIR

f décroit strictement de 20 vers 5 sur [0 ; +oo[.

Question 3. Déterminer si le systéme de freinage permet au chariot de s'arréter.

La vitesse est strictement décroissante, mais elle tend vers 5 m-s™1, une valeur positive. Elle reste donc

supérieure a 5 pour tout temps fini et ne devient jamais nulle. Le freinage ralentit le chariot, mais ne permet pas
son arrét selon le modele donné.

v REPONSE A RETENIR

Non, le chariot ne s’arréte pas : sa vitesse tend vers 5 m-s'L,

Question 4.a. Vérifier que F(t) = -18,75e/(-0,8t) + 5t est une primitive de f sur [0 ; +oo[.

On dérive chaque terme de F(t) = -18, 75e°0:8 + 5¢. Par la régle de dérivation d’une exponentielle composée, le
premier terme donne -18,75 x (-0,8)e %8 = 15¢0.8!, La dérivée du second terme est 5. On obtient donc F'(t) =

15708 + 5 = f(t) sur 'intervalle.

v REPONSE A RETENIR

F'(t) = f(t), donc F est une primitive de f.

Question 4.b. Calculer la valeur exacte de la distance parcourue par le chariot entre to = 0 et t» = 1, puis
donner une valeur arrondie au centimétre.

La distance parcourue est I'intégrale de f entre 0 et 1. Avec la primitive fournie, d = F(1) - F(0). On calcule F(1) =

-18,75¢98 + 5 et F(0) = -18,75, d'oli d = 23,75 - 18,75 98, 'arrondi au centimétre s'exprime & deux décimales
en metres.

v REPONSE A RETENIR

d = 23,75 — 18, 75¢ 8 m ~ 15, 33 m.
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Partie C - Etude locale

Question 1. Choisir la proposition qui donne le développement limité de f a I'ordre 2 au voisinage de zéro.
Une seule réponse est exacte et aucune justification n'est demandée.

Le logiciel donne la partie réguliere du développement limité : 20 - 12t + (24/5)t2. Parmi les propositions, la
troisieme reprend ces trois termes, puisque 24/5 = 4,8. Pour un développement limité a I'ordre 2, le reste peut
s'écrire t?¢(t), avec g(t) qui tend vers 0 lorsque t tend vers 0. C’est donc cette proposition qu'il faut choisir.

v REPONSE A RETENIR

20 — 12t + 4, 8t* + t?(t), avec &(t) — 0.

Question 2. Donner une équation de la tangente T a la courbe C au point d'abscisse 0.

La tangente au point d’abscisse 0 a pour coefficient directeur f(0). A partir de I'expression donnée, '(0) = -12e0 =

-12. Elle passe par le point de la courbe d’abscisse 0, soit (0 ; f(0)) = (0 ; 20). En utilisant la forme point-pente, on
obtient son équation.

v REPONSE A RETENIR

T:y=—12t + 20.
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2. Transformées de Laplace d'un systéme électrique entrée-sortie

Un systeme électrique causal recoit le signal e(t) = 2U(t) - U(t - 1) et possede la fonction de transfert H(p) = 1/(p + 1).
L'étude utilise les transformées de Laplace pour déterminer puis représenter le signal d'entrée et le signal de sortie.

Partie A - Signal d'entrée

Question 1. Tracer sur le document-réponse a rendre avec la copie la courbe représentative de la fonction

e(t).

Comme le signal est causal, il est nul pour t<0. Puis e(t)=2 pour 0<t<1 et e(t)=1 pour t=1. Les valeurs aux instants
de saut sont déterminées par U(0)=1.

Signal d’entrée e(t)

v .

v REPONSE A RETENIR

e(t)=0sit<0,e(t) =2si0<t<1ete(t)y=1sit>1.

Question 2. Déterminer la transformée de Laplace E(p) du signal d'entrée.

Par linéarité et d'apres le formulaire, L{U(¢)} = 1/p et L{U(t — 1)} = e ?/p. On transforme les deux termes de
I'expression de e(t).

v REPONSE A RETENIR
_2—e?

p

E(p)

Partie B - Signal de sortie

Question 1. Démontrer que S(p) = 2/[p(p + 1)] - e(-p)/[p(p + 1)]

La relation entrée-sortie donne S(p) = H(p)E(p). En substituant les expressions de I'énoncé :
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v REPONSE A RETENIR

g B 2 B e P
@)_p@+1) p(p+1)

Question 2. Vérifier que 1/[p(p + 1)] = 1/p - 1i(p + 1).

Mettons au méme dénominateur les deux fractions du membre de droite :

1 1 _p+l—p 1
p p+1 pp+1) plp+1)

v REPONSE A RETENIR
1 1 1

plp+1) p p+1

Question 3. Donner les transformées de Laplace inverses de 1/p, de 1/(p + 1), de e/\(-p)/p et de e/\(-p)I(p +
1), en utilisant le formulaire.

Les deux transformées retardées s’obtiennent par translation d’une unité, avec le facteur causal U (¢t — 1).

Transformée Transformée inverse
1/p U(t)

1/(p+1) e 'U(t)

eP/p Uit-1)

e?/(p+1) e VUt —1)

v REPONSE A RETENIR

Dans I'ordre demandé : U(t), e ‘U (t), U(t — 1), e VU (¢ — 1),

Question 4. Déduire des résultats précédents I'expression de s(t) sur l'intervalle [0 ; 1.

On décompose S(p) = 2 (1—17 - ﬁ) —e? (1—1) - Iﬁ) Pour 0 < t < 1, les termes retardés sont nuls puisque

U(t — 1) = 0. Linverse du premier groupe donne I'expression cherchée.

v REPONSE A RETENIR

Pour0 <t <1,s(t)=2(1—e?).
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Question 5.a. Sachant que s(t) = (e - 2)e/\(-t) + 1 sur [1 ; +oo[, calculer s(1), d'abord sous forme exacte puis
au dixiéme preés.

A partir de I'expression valable pour ¢ > 1, on obtient s(1) = (e — 2)e™* + 1 = 2 — 2/e. Numériquement, cette
valeur est environ 1,264, soit 1,3 au dixieme pres.

v REPONSE A RETENIR
2

s(1)=2-==1,3.
@

Question 5.b. Compléter sur le document-réponse a rendre avec la copie la courbe représentative de la
fonction s.

Sur [0; 1], la courbe suit s(t) = 2(1 — e™?) et atteint s(1) = 2 — 2/e ~ 1,264. Pour t > 1, elle suit s(t) = 1 + (e —
2)et, décroit et tend vers 1. Les deux expressions coincident a ¢t = 1.

Courbe du signal de sortie s(t)

s(t)

s(1)=2-2le

LS

v REPONSE A RETENIR

La courbe part de 0, croit jusqu'a s(1) = 2 — 2/e, puis décroit vers 1.

Question 5.c. Donner la limite de s(t) lorsque t tend vers +co.
Pourt > 1, s(t) = 1+ (e — 2)e*. Lorsque ¢ tend vers +oo, e * tend vers 0. Le terme exponentiel s'annule donc a

la limite.

v REPONSE A RETENIR
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SYNTHESE DE L’EPREUVE & REFERENTIEL » BTS DEVELOPPEMENT ET REALISATION BOIS

Ce qu’il faut retenir de ce sujet (Session 2022)

Bilan de I'épreuve : Cette épreuve de mathématiques du BTS, session 2022, porte le code 22MATGRB2 et dure 2 heures.
Son coefficient est de 1,5 en Conception et industrialisation en microtechniques et de 2 en Electrotechnique. Elle étudie le
freinage d'un chariot par une fonction exponentielle et la réponse d'un systeme électrique avec les transformées de Laplace.

Notions-clés, formules & régles a maitriser Points de vigilance & attentes du jury

« Pour résoudre y' + ay = b, ajouter une solution particuliere « Résoudre d'abord I'équation homogéne, ajouter une
a la solution générale de I'équation homogene. solution particuliere, puis appliquer la condition initiale.

« Sif(t) = 15e7(-0,8t) + 5, alors f(t) tend vers 5 et la courbe « Une vitesse qui tend vers 5 m/s ne tend pas vers zéro : le
admet I'asymptote horizontale d'équation y = 5. modéle ne prévoit donc pas l'arrét du chariot.

« La distance parcourue entre to et t; est I'intégrale de la « Pour calculer une distance, évaluer la primitive aux deux
vitesse : d = [[to,ta] f(t)dt. bornes et arrondir selon la précision demandée.

« Le retard f(t - a)U(t - a) correspond en transformée de « Vérifier le facteur exponentiel lié au retard et respecter les
Laplace a F(p)e”(-ap). intervalles utilisés pour décrire le signal de sortie.

Questions fréquentes sur cette épreuve (Q&A Examen)

Q : Comment résoudre I'équation différentielle du premier exercice ?

Résolvez d'abord y' + 0,8y = 0, puis ajoutez une solution particuliere constante de y' + 0,8y = 4. Utilisez ensuite la condition f(0) = 20 pour
déterminer la constante.

Q : Comment savoir si le chariot finit par s'arréter ?

Pour que le chariot s'arréte selon ce modeéle, sa vitesse devrait tendre vers zéro. Or f(t) = 15e”(-0,8t) + 5 tend vers 5 m/s : elle reste donc
strictement positive a long terme.

Q : Comment organiser le temps entre les deux exercices ?

L'épreuve dure deux heures et chaque exercice vaut 10 points. Une répartition équilibrée du temps laisse une marge pour les tracés, les
calculs et la vérification des réponses, notamment des unités et des arrondis.

Q : Quels éléments faut-il soigner pour les tracés de I'exercice 2 ?

Le sujet demande de tracer e(t), puis de compléter la courbe de s(t), sur le document-réponse a rendre avec la copie. Indiquez clairement
les axes, les valeurs avant et aprées t = 1 et l'allure de la sortie.

Sujet officiel associé (PDF) : https://btsdrb.fr/lassets/annales/bts-drb/E2 - Mathématiques/2022/BTS DRB - E2 - Mathématiques - Session
2022 - 2-Sujet.pdf

Ressources BTS Développement et Réalisation Bois : Toutes les annales & corrigés * Fiches de révision complétes « Simulateur de
notes d’examen
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